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Frege completed his studies in Grttingen in 1873 with a thesis entitled "Ueber eine geome- 
trische Darstellung der imagin/iren Gebilde in der Ebene." This work dealt with a topic 
which was a subject of discussion among the geometers of this period, and it contains links 
to ideas of C. v. Staudt, F. Klein, and O. Stolz. Most striking about this first work is that 
Frege tried to lay certain foundations for a portion of geometry. The motivation for solving 
his problem apparently came from the mathematics itself. Interpreting the theorems of 
geometry as synthetic a priori, the few philosophical remarks made by Frege in the thesis 
correspond to the views of Kant and of Frege's teacher in Jena, K. Fischer. Motivated by 
the mathematical content, Frege generalized the conception of visualization to comprehend 
geometrical objects. © 1994 Academic Press, Inc. 
1873 promovierte G. Frege mit der Arbeit "Ueber eine geometrische Darstellung der 
imagin~.ren Gebilde in der Ebene" in G6ttingen. Das von Frege bearbeitete Thema war zu 
dieser Zeit Gegenstand er Diskussion unter Geometern. Die Arbeit weist Verbindungen 
zu Ideen von C. v. Staudt, F. Klein und O. Stolz auf und war in Anlage und Inhalt fest in 
der mathematischen Tradition verankert. Auffallend ist, dab Frege bereits in seiner ersten 
Schrift den Versuch unternahm, ein Teilgebiet der Mathematik auf sichere Grundlagen zn 
stellen. Anregungen zur Lrsung seines Problems entnahm er allein der Mathematik. In den 
wenigen philosophischen Bemerkungen stimmt Frege insofern mit den Ansichten Kants und 
seines Jenenser Lehrers K. Fischer iiberein, als er wie diese die S~tze der Geometrie fiir 
synthetisch-a priori h~lt. Motiviert durch den mathematischen Inhalt deutet Frege eine 
Erweiterung der Konzeption der Veranschaulichung geometrischer Gebilde an. ¢ 1994 Aca- 
demic Press, Inc. 
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Die bisherigen historisch orientierten Arbeiten zu Gottlob Frege haben den 
Anf/ingen seiner wissenschaftlichen Laufbahn nur wenig Aufmerksarnkeit 
geschenkt. Die einzige wesentliche Ausnahme stellt die Arbeit von Sluga [28] dar. 
Das Ziel des folgenden Aufsatzes ist es deshalb, den Weg Freges bis zu seiner 
Promotion 1873 in Grttingen zu verfolgen und die Ergebnisse der Disserta- 
tionsschrift "Ueber eine geometrische Darstellung der imagin~iren Gebilde in der 
Ebene" in die zeitgenrssis©he Diskussion einzuordnen. 
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Frege begann 1869 sein Studium der Mathematik an der Universit~it Jena. Er 
h6rte 20 Vorlesungen, vor allem zur Mathematik und Physik bei Ernst Abbe, Karl 
Snell und Hermann Sch~iffer, aber auch zur Chemie bei Anton Geuther und 
Philosophie bei Kuno Fischer. Hervorzuheben istder Vorlesungsbesuch beiAbbe 
(Theorie der Gravitation, Galvanismus und Elektrodynamik, Theorie der Funktio- 
nen komplexer Variablen, Physikalisches Praktikum, ausgew~ihlte Kapitel der 
Mechanik, Mechanik fester K6rper) und bei Snell (Anwendung des Infinitesi- 
malkalkiils auf die Geometrie, Analytische Geometrie des Raumes, Analytische 
Mechanik, Optik, Fundamentallehren dermechanischen Physik) [Einnahme-Ma- 
nual der akademischen Qu~istur zu Jena, Universit~itsarchiv Jena, Bestand G, 
Abteilung I, Nr. 185-192]. Die als ~iuBerst chwierig eltenden Vorlesungen Abbes 
fanden im Unterschied zu denen von Snell nur geringe Resonanz unter den Studie- 
renden. Frege eingeschlossen, saBen in den Veranstaltungen Abbes nie mehr als 
ffinf Teilnehmer im H6rsaal, zweimal war neben Frege nur ein weiterer H6rer 
anwesend [30, 54-58; 2, 114]. Darfiber hinaus trafen sich Abbe und Frege regel- 
m~iBig zu den Sitzungen der 1850 von Schaffer gegrfindeten Mathematischen Ge- 
sellschaft zu Jena, einer Gemeinschaft ohne offizielles Statut, die den an der 
Mathematik Interessierten die Mfglichkeit gab, im gr6Beren Kreis fiber mathema- 
tische Themen vorzutragen und zu diskutieren. Abbe war seit 1857 Mitglied der 
Gesellschaft, Frege trat ihr 1870 bei [27; 17, 341 f]. 
Dajedes Examen an der Philosophischen Fakult~it einen Prfifungsteil in Philoso- 
phie beinhalten muBte, war der Besuch einer philosophischen Vorlesung ffir Frege 
unumg~nglich. Er entschied sich im Wintersemester 1870/1871 ffir Fischers Vorle- 
sung fiber Immanuel Kant [Einnahme-Manual, .a.O.]. 
Der ganze Studiengang Freges war darauf ausgerichtet, die Oberlehrerlaufbahn 
einzuschlagen. Diese Zielsetzung machte s erforderlich, daB er w~ihrend seines 
Studiums den Studienort wechselte, da eine wissenschaftliche PriJfungskommis- 
sion an der Jenaer Universit~it erst 1874 eingerichtet wurde [Universit~itsarchiv 
Jena, Bestand BA, Nr. 1621]. So beschloB Frege, im Frfihjahr 1871 sein Studium 
in GOttingen fortzusetzen. Am 2. Mai immatrikulierte er sich for Mathematik an 
der Georgia Augusta. Die G6ttinger Universitgtt hatte zu diesem Zeitpunkt einen 
guten Ruf und bereits eine fiber 50j~ihrige Blfitezeit der Mathematik erlebt. Carl 
Friedrich GauB, Peter Gustav Lejeune-Dirichlet und Bernhard Riemann hatten 
nacheinander hier gewirkt. Mit Riemanns Tod im Jahr 1866 endete faktisch diese 
erste glorreiche Periode der Mathematik inG6ttingen. Im gleichen Jahr wurde das 
K6nigreich Hannover nach dem PreuBisch-Osterreichischen Krieg von PreuBen 
annektiert, was ffir die Universit~it G6ttingen den Abstieg vonder Landesuniversi- 
t~it zu einer preuBischen Provinzuniversit~it zur Folge hatte. Zwar gelang es 1868, 
mit Alfred Clebsch wieder einen bedeutenden Mathematiker auf den ersten Lehr- 
stuhl zu berufen, doch fehlte den G6ttingern das rechte Glfick--bereits 1872 rib 
der Tod Clebsch aus seinem wissenschaftlichen Schaffen. 
Freges Wahl des Studienortes G6ttingen dfirfte wohl auf Anregungen von Snell 
und Abbe zurfickgehen. Beide hatten selbst in G6ttingen studiert. Abbe kannte 
viele der zur Zeit Freges dort wirkenden Professoren och aus seiner eigenen 
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Studienzeit und sch~itzte vor allem Ernst Schering, Wilhelm Weber und Rudolf 
Hermann Lotze sehr [1,328-331]. 
Neben der analytischen Geometrie bei Clebsch und der Funktionentheorie b i 
Schering, der 1869 die Nachfolge von GauB in der Astronomie angetreten hatte, 
h/Srte Frege in erster Linie physikalische Vorlesungen, insbesondere zur Experi- 
mentalphysik und zur Theorie der Elektrizit~it bei Weber und Eduard Riecke 
[Universit~itsarchiv G6ttingen, Sekretariatsakten Abgangszeugnisse 1873 Nr. 342]. 
Nach AbschluB der G6ttinger Studienzeit legte Frege im Sommer 1873 Schering 
seine Dissertation "Ueber eine geometrische Darstellung der imaginfiren Gebilde 
in der Ebene" vor und ist damit in der Zeit von 1868 bis 1876 der einzige Promovent 
in G6ttingen, der ein Thema zur Theorie der imaginfiren Gebilde behandelte [Nach- 
richten der K6nigl. Gesellschaft der Wissenschaften und der G. A. Universitat 
zu G6ttingen 1868-1876]. 
Als Ziel seiner Dissertation formuliert Frege 
Es ist nun vor Allem wichtig zu erfahren, wann man einen Satz, der von reellen Gebilden 
gilt, auf imaginfire tibertragen daft . . . .  Es entsteht nun ebenso wie bei der Betrachtung der 
unendlich fernen Punkte das Bediiffniss, diese uneigentlichen Elemente nicht nur in gleicher 
Weise wie die eigentlichen zu behandeln, sondern auch vor Augen zu haben . . . .  Das 
Entsprechende ftir die imaginfiren Gebilde zu leisten, soil im Folgenden versucht werden. 
I6, 5 f] 
Am Beispiel des speziellen geometrischen Problems der Reprfisentation imagi- 
nfirer Gebilde wird in der Dissertation schon jene Einstellung zu mathematischen 
Grundlagenfragen spiirbar, die sp~iter Freges gesamtes Lebenswerk pr~igen sollte. 
Untibersehbar ist die Unzufriedenheit mit der bestehenden Grundlegung und dem 
Aufbau der Geometrie. 
Wenn man erw~igt, dass die ganze Geometrie zuletzt auf Axiomen beruht, welche ihre Giiltig- 
keit aus der Natur unseres Anschauungsverm6gens herleiten, so erscheint die Frage nach 
dem Sinne der imagin~iren Gebilde wohlberechtigt, da wir ihnen Eigenschaften beilegen, 
welche nicht selten jeder Anschauung widersprechen. [6, 3] 
Weiter argumentiert er, dab der vorherrschende Sprachgebrauch unvollkommen 
sei und logisch unpr~izise Begriffsbildungen benutzt werden. "W6rtlich verstanden 
ist 'unendlich ferner Punkt' sogar eine Contradictio in ad jecto; . . .  Der Ausdruck 
ist daher ein uneigent l icher. . ."  [6, 3]. 
Am Beispiel des unendlich fernen Punktes erlgutert Frege den Nutzen derartiger 
"uneigentlicher" Begriffsbildungen u d billigt den imagin~iren Gebilden eine ~ihn- 
liche Funktion zu. "Die Bezeichnung der Richtung als unendlich ferner Punkt 
beseitigt den Uebelstand, er sonst durch die Nothwendigkeit entst~inde, ine oft 
untibersehbare Menge von Fallen zu unterscheiden . . . .  Die Sache liegt ganz 
~ihnlich bei imagin~iren Gebilden" [6, 4]. Ein kleines Teilsttick der Geometrie soil 
also in seinem Aufbau klarer gefaBt und die Ableitung der Resultate vereinfacht 
werden. " . . ,  so folgt aus diesen imagin~iren Schnittpunkten ine Menge geome- 
trischer S~itze, welche auch aus reellen folgen wiirden" [6, 5]. Die geforderte 
Veranschaulichung der imaginfiren Gebilde der Ebene wird dadurch geleistet, 
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dab er der komplexen Ebene, modern des C 2, zwei reelle, parallel zueinander 
verlaufende Ebenen, eine fur die Realteile und eine for die Imagin~irteile der Punkte 
des C z, zuordnet. Ein Punkt A der komplexen Ebene bestimmt danach durch die 
Realteile seiner beiden Koordinaten einen Punkt P in der Ebene der Realteile 
und durch die Imagin~irteile der Koordinaten einen Punkt Q in der Ebene der 
Imaginarteile. Die Punkte P und Q bestimmen wiederum eine Gerade PQ und 
diese w~ihlt Frege als anschaulichen Repr~isentanten des komplexen Punktes A. 
Analog behandelt Frege dann auch den Fall einer imaginaren Geraden, die durch 
ein Paar zueinander orthogonaler Geraden dargestellt wird. 
Hierdurch wird zunachst der Vortheil erreicht, welcher bei jeder eindeutigen Zuordnung 
zweier Elementengebiete dadurch entsteht, dass man von bekannten S~itzen dutch blosse 
Uebertragung zu neuen Wahrheiten gelangt. Das Besondere dieses Falles aber ist, dass die 
unanschaulichen Beziehungen imagin~irer Gebilde durch anschauliche ersetzt werden. [6, 7] 
Gem~iB des formulierten Zieles fibertragt Frege nun in seiner Dissertation eine 
Reihe metrischer Begriffe und Beziehungen auf die imagin~iren Gebilde. So deft- 
niert er eine Entfernung imagin~irer Punkte, Schnittpunkt und Winkel imagin~irer 
Geraden und gibt eine genaue Analyse imagin~irer Kurven. Besondere Aufmerk- 
samkeit schenkt er dabei dem imagin~iren Kreis sowie den Kreispunkten, fur die 
er u.a. den Satz ableitet: Die imagin~iren unendlich fernen Kreispunkte werden 
dadurch charakterisiert, "dass sie durch eine zweifach unendliche Menge von 
Geraden dargestellt werden, w~ihrend alle iabrigen unendlich fernen Punkte nur 
je durch eine einfach unendliche Schaar von Geraden, und die Punkte im Endlichen 
nur durch je Eine Gerade dargestellt werden" [6, 47 f]. Als ein weiteres Resultat 
vermerkt er, dab zwei Geraden aufeinander senkrecht stehen, "wenn sie zu den 
Geraden harmonisch sind, die nach den unendlich fernen Kreispunkten gehen" 
[6, 50]. Einige Betrachtungen zum BerOhren zweier imagin~irer Kurven sowie zur 
L~inge einer solchen Kurve beenden das Studium dieser Gebilde. AbschlieBend 
argumentiert Frege, dab sich die von ihm gew~ihlte Darstellung imaginarer Ele- 
mente unter Verwendung tier sp~iter nach PlOcker benannten Linien- und Ebenen- 
koordinaten verallgemeinern l~iBt, wobei die Geraden des Raumes einander paar- 
weise mittels einer Pol- Polare- Beziehung zugeordnet werden und in der Ebene 
des Reellen eine andere MaBbestimmung eingefiahrt werden k6nnte als in der 
Ebene des Imagin~iren. 
Frege vermerkt, dab es unter den aufgezeigten vielen m6glichen DarsteUungsar- 
ten einige geben k6nnte, "welche for die Betrachtung metrischer Beziehungen 
nicht weniger gOnstiger sind als die von uns spezieller betrachtete," fOhrt dies aber 
nicht genauer aus [6, 74]. Auch eine Verallgemeinerung der GauBschen Darstellung 
komplexer Zahlen findet er, doch muB er am Ende seiner Arbeit resOmierend 
feststellen, daB es kaum gelingen werde, "die allgemeine Darstellungsweise com- 
plexer Zahlen ebenso fruchtbringend zu machen, wie die Gaussische" [6, 75]. In 
diesem Punkt hat Frege zweifellos Recht behalten. Oder wollte er damit gar einer 
unbestimmten Ahnung bezOglich der Aufnahme der gesamten Arbeit Ausdruck 
verleihen? 
Scherings Gutachten ist die einzige Einschatzung der Fregeschen Arbeit geblie- 
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ben, die ermittelt werden konnte. Das kurze positive Gutachten hebt bereits 
St/irken und Schwachpunkte h rvor, die sp~ter nahezu als Charakteristika immer 
wieder bei der Bewertung und Rezeption Fregescher Arbeiten auftreten werden: 
Die Definitionen der neuen Objekte sind klar und bestimmt, die Untersuchung 
der Eigenschaften ist vollst~indig und die Darstellung systematisch und logisch 
einwandfrei, doch bleibt die Praktikabilit/it des Ganzen fragwfirdig. Im einzelnen 
heiBt es: 
Die von Herrn G. Frege vorgelegte Abhandlung.. .  enth~ilt in den einleitenden Worten fiber 
die Voraussetzungen unserer Geometrie inige Bemerkungen, welche wohl noch einer 
bestimmteren Fassung bedi~rften . . . .  Das Verdienst dieser Arbeit besteht wesentlich in der 
consequenten u d systematischen Ausfiihrung eines neuen Gedanken, auf dessen Fruchtbar- 
keit der Verfasser, wie er in der Abhandlung selbst ausspricht, freilich keine groBe Hoffnung 
setzt. [Universitfitsarchiv GSttingen, Dekanatsbuch der Phil. Fak. Buch-Nr. 159, BI. 409] 
In den einleitenden Passagen der Dissertation berfihrt Frege neben rein mathe- 
matischen Fragen auch das philosophisch relevante Problem der Anschauung. 
Ihm geht es hierbei nicht darum, eine philosophische Konzeption zum Anschauun- 
gsbegriff zu entwickeln. Seine Bemerkungen iaber das Verh~iltnis der Geometrie 
zur Natur des menschlichen A schauungsvermOgens und fiber die Veranschauli- 
chung imagin~rer Gebilde sind in erster Linie vielmehr ein Ausdruck des bis weit 
ins 19. Jahrhundert bestehenden Paradigmas, mathematische Begriffe und Gebilde 
"letztlich durch den Nachweis ihrer anschaulichen Erffillbarkeit zu legitimieren" 
[33, XVIII]. Sie verweisen aber auch auf den allgemeinen philosophischen Diskus- 
sionskontext, in den Frege wahrend seiner Jenaer Semester eingebunden war. 
Um 1870 herum bestimmten die Ideen Immanuel Kants die Themen der philo- 
sophischen Auseinandersetzungen in Jena. Es waren aber weniger die originaren 
Gedanken des K6nigsberger Philosophen, als vielmehr ihre Auslegungen durch 
Ernst Abbe und Kuno Fischer, die Frege zwischen 1869 und 1871 kennengelernt 
hatte. Abbes Einstellung zu Kants Philosophie wurde im wesentlichen durch die 
Kantbticher Fischers [4, 5] gepr/igt [1, 35 und 41 f]. Zur Charakterisierung der for 
Freges Dissertation relevanten philosophischen Konstellation i Jena ist es deshalb 
ausreichend, auf Fischers Interpretation der Kantschen Ansichten ~iber die 
Geometrie einzugehen. Die Grundlinien der gesamten Kantinterpretation des Jen- 
enser Philosophen und dessen Platz in der damaligen philosophischen Diskussion 
werden von Klaus Christian K6hnke in [16, 186-188, 195-211,257-272] ausffihr- 
lich dargelegt. 
Ffir Fischer sind alle mathematischen Erkenntnisse synthetisch a priori. Ihr 
synthetischer Charakter riJhrt daher, dab die Mathematik hre Begriffe "anschau- 
lich macht, oder verm6ge der Anschauung hervorbringt" [4, 287]. Fischer weist 
ausdrficklichjede Annahme zurfick, die hier eine empirische Anschauung vermutet 
[4,294]. Der Raum als die Bedingung der Geometrie muB also eine reine Anschau- 
ung bilden. Um das Kriterium ffir die Unterscheidung der reinen vonder empi- 
rischen Anschauung zu finden, betrachtet Fischer die Alternative, ob die anschau- 
lichen Gegenst~inde "durch uns selbst" oder von aufSen gegeben sind. Als durch 
reine Anschauung bedingte Gegenst~inde sind seiner Meinung nach die geome- 
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trischen Figuren "durch uns selbst gegeben, wir machen sie selbst, indem wir sie 
aus dem ursprfinglichen VermOgen unserer Anschauung erzeugen. Entweder also 
sind die sinnlichen Vorstellungen Dinge oder Constructionen. Im ersten Fall sind 
sie empirisch, im zweiten mathematisch" [4,292]. Fischer stellt hier die Begriffe 
der Anschauung und der geometrischen Konstruktion in einen unmittelbaren Zu- 
sammenhang mit dem Begriff der Sinnlichkeit. Das verdeutlicht auch das folgende 
Zitat. Man mfsse, um geometrische Urteile zu gewinnen, die Figuren "constru- 
iren, d.h. ihren Begriff versinnlichen oder in Anschauung verwandeln, d.h. dem 
Begriff die Anschauung hinzuffgen" [4, 270]. 
Alle Bemerkungen Fischers zu Kants Geometrieauffassung dzum Anschau- 
ungsbegriff stftzen sich auf die transzendentale ~,sthetik. Kants Ausffhrungen 
fiber die Anschauung in der Methodenlehre der Kritik der reinen Vernunft, wo 
Kant keine direkte Verbindung zwischen der Anschauung und der Sinnlichkeit 
herstellt, werden von Fischer v611ig auBer acht gelassen. Ein Ergebnis dieser 
Ausblendung ist die strikte Beziehung der Anschauung auf die Sinnlichkeit. An- 
schauungen sind Fischers Interpretation zufolge nur als mentale Bilder ("mental 
pictures") [11, 23] vorstellbar. Fischers philosophische Reflexion betrifft nur die 
reellen geometrischen Figuren der euklidischen Geometrie. Neuere Ent- 
wicklungen in der Mathematik, wie n-dimensionale R~iume, nichteuklidische 
Geometrien oder R~iume (Mannigfaltigkeiten) mit von Punkt zu Punkt variierender 
MaBbestimmung, die mit diesem Anschauungsbegriff nicht kompatibel waren, 
blieben ganz auBerhalb seiner Betrachtungen. 
Die Passage aus dem ersten Satz der Dissertation "Wenn man erw~igt, dab die 
ganze Geometrie zuletzt auf Axiomen beruht, welche ihre Gfltigkeit aus der Natur 
unseres Anschauungsverm6gens her le i ten . . . "  [6, 3] deutet Freges 13bereinstim- 
mung mit Grundthesen zur Philosophie der Geometrie an, wie sie von Kant und 
seinem Jenenser Lehrer Fischer vertreten wurden. Sie impliziert sowohl die Aner- 
kennung der Apriorit~it der Geometrie, d.h. ihre Verwurzelung in einem reinen 
Anschauungsverm6gen als auch die ihrer Synthetizit~it, die darin besteht, dab die 
S~itze der Geometrie anschaulich interpretierbar sein mfssen. 
Der von Fischer konzipierte Anschauungsbegriff war aber viel zu eng an die 
Sinnlichkeit gekniipft, um von ihm ausgehend die geometrische Darstellung der 
imagin~iren Gebilde leisten zu k6nnen. Freges Vorschlag, mittels der funktionalen 
Zuordnung "verm6ge deren jedem reellen oder imagin~iren Elemente der Ebene 
ein reelles, anschauliches Element entspricht" [6, 6 f], die Veranschaulichung der 
imagin~iren Gebilde zu bewerkstelligen, 16st den Begriff der Veranschaulichung 
von jeder Verbindung mit dem der Sinnlichkeit. Das Problem der imagin~iren 
Gebilde zeigt die Grenzen der Auffassung, die die geometrischen A schauungen 
ffr mentale Bilder h~ilt. Sobald es n6tig ist, fberschreitet Frege diese Grenzen, 
wie es vor ihm Riemann und andere Mathematiker bereits getan hatten. 
Sowohl der mathematische Ansatzpunkt der Dissertation als auch die wenigen 
philosophischen Randbemerkungen zeigen, dab Freges 13berlegungen sich in- 
nerhalb eines etablierten Diskussionsrahmens bewegten und somit ganz dem Trend 
seiner Zeit entsprachen. Es bleibtjedoch die Frage zu kl~iren, ob in diesem Kontext 
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die vorgetragenen Ideen v611ig neu waren und wenn ja, welche mathematischen 
Problemstellungen Frege dazu anregten? Oder entsprang die Themenstellung eher 
der Intention, eine in ihren Grundzfigen vorliegende Theorie weiterauszubauen 
bzw. in ihr kleinere Liicken zu schliegen? 
Die Deutung imagin~irer Gebilde in der Geometrie war lange Zeit ein offenes 
Problem gewesen, doch zum Zeitpunkt der Fregeschen Arbeit war die L6sung 
immerhin eineinhalb Jahrzehnte alt. Im 1856 vollendeten ersten Heft seiner "Bei- 
tr~ige zur Geometrie der Lage" war es Christian v. Staudt gelungen, die imagin~iren 
Gebilde in der projektiven Geometrie durch reelle zu veranschaulichen [29, 78]. 
Zuvor hatte man sich beispielsweise damit begn~igt, die imaginaren Gebilde als 
nur analytisch definiert zu betrachten. Zugleich t~bertrug man auf diese z.T. die 
von den reellen Gebilden her bekannte geometrische Sprechweise und Aussagen, 
verstand unter den formal erweiterten Begriffen und S~itzen aber nur die auch im 
komplexen geltenden analytischen Relationen. Dieser Zustand erschien vielen 
Geometern als sehr unbefriedigend. "So entbehrte denn bisher die Geometrie, 
wenn sich's von imagin~iren Elementen handelte, der Evidenz, welche man sonst 
an ihr r i ihmt . . . "  [29, IV]. Die von v. Staudt gegebene L6sung war, wie Felix 
Klein es sp~iter ausdriickte, "im Grunde h6chst einfach und sinnreich . . . und 
nur in der abstrakten Darstellung Staudts ~iugerst fremdartig und schwierig" [13, 
1331. 
v. Staudt pries in tier Einleitung seines Werkes, dab "die Theorie der imaginfiren 
Elemente . . . .  das Gebiet der Geometrie um ein Bedeutendes" erweitere "und 
zugleich die Uebersicht fiber die Sfitze" erleichtere [29, IV]. Sein Vorgehen war 
dann folgendermagen: Zu jedem komplexen Punkt w~ihlt er den konjugiert-kom- 
plexen und beide Punkte definieren eine reelle Gerade, auf der sie liegen. Die 
beiden Punkte bestimmen un auf dieser Geraden eindeutig eine reelle Inversion 
und es gilt auch die Umkehrung. (Die beiden Punkte sind genau die Grundpunkte 
der Inversion.) Damit war zun~ichst eine reelle Interpretation des Punktepaares 
gefunden. Es war dann von Staudts genialer Gedanke, ffir diese mit der Inversion 
versehene Gerade einen "Sinn" zu definieren, in dem sie durchlaufen wird, und 
dadurch die beiden Punkte zu unterscheiden. Im folgenden zeigte er, dab jedem 
imaginfiren Punkt die obige mit "Sinn" und Inversion versehene Gerade eindeutig 
als Repr~isentant zugeordnet werden kann. 
Damit waren Teile der Idee, wie Frege sie in seiner Dissertation pr~isentiert, 
namlich die Veranschaulichung eines imaginfiren Punktes durch Zuordnung zu 
einer reellen Geraden, prinzipiell vorgefertigt. Es mug jedoch zugleich die v611ig 
unterschiedliche Herangehensweise yon Frege und von v. Staudt hervorgehoben 
werden. Beide beschreiten verschiedene Wege. Im Gegensatz um rein synthe- 
tischen Vorgehen v. Staudts stand Frege lest auf einer analytischen Basis. v. 
Staudt bringt, indem er jeglichen Lfingenbegriff vermeidet, die rein synthetische 
projektive Geometrie zu einem Abschlug, Frege will gerade die metrischen 
Eigenschaften auf die imaginfiren Elemente fibertragen. Doch auch die analytische 
Richtung der projektiven Geometrie hatte sich seit dem Erscheinen der v. 
Staudtschen Arbeiten weiterentwickelt. 
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Mit Blick auf G6ttingen w/iren diesbeziiglich inerster Linie Clebsch und dessen 
Vorlesungen zu nennen. Ferdinand Lindemann, der Clebschs Vorlesung fiber 
analytische Geometrie zusammen mit zwei weiteren fiber algebraische Kurven 
bzw. algebraische Formen als "Vorlesung fiber Geometrie" 1875/76 edierte, stellte 
zwar fest, dab Clebsch in der von Frege besuchten Vorlesung die Theorie der 
imagin~iren Elemente nicht behandelt hatte [3, Bd.2, IV], im Kreis um Clebsch 
spielte diese Fragestellung aber durchaus eine Rolle. Im Sommersemester 1871 
weilten u.a. Otto Stolz und Felix Klein in G6ttingen und diskutierten das Problem 
der imagin~iren Gebilde [14, 133]. Beide haben im gleichen Jahr eine entsprechende 
Interpretation verOffentlicht, wobei das Stolzsche Vorgehen den Fregeschen I - 
tentionen ~ihediegt als Kleins Ideen. Klein w~ihlt den vorgegebenen imagin~tren 
Punkt und den dazu konjugiert-komplexen als Grundpunkte iner projektiven 
MaBbestimmung. Beide Punkte werden dann unterschieden, i dem der MaBbe- 
stimmung ein bestimmtes Vorzeichen zugeordnet wird [12]. Bei der Stolzschen 
Vorgehensweise konstruiert man zun~ichst zu dem imaginaren Punkt und seinem 
konjugiert-komplexen die Gerade, auf der beide liegen, dann eine Involution auf 
dieser Geraden mit den beiden Punkten als Grundpunkten u d unterscheidet beide 
Punkte durch Festlegung einer Richtung [31]. Erg~inzend sei vermerkt, dab Klein 
1891/1892 in seiner Vorlesung fiber Riemannsche Flfichen die v. Staudtschen 
Ideen benutzte, um einen unmittelbaren Ubergang vonder  Kurventheorie zur 
Riemannschen Theorie herzustellen. 
Eine erste Konfrontation Freges mit dem Problem der imagin~iren Gebilde k6nn- 
te allerdings chon in Jena stattgefunden haben. In einem Brief vom 2. Oktober 
1860 an seinen Freund Harald Sch0tz schreibt Abbe, dab Snell "eine Theorie des 
Imagin~iren i der Anwendung auf die Geometrie fertig machen" wolle [1, 57]. 
Snell hat diese Arbeit nie publiziert, doch sowohl Snell als auch Abbe k6nnten 
Frege mit den entsprechenden Fragestellungen vertraut gemacht haben. 
Keinen EinfluB auf Freges Veranschaulichung imagin/irer Elemente hatten ver- 
mutlich die Arbeiten von Sophus Lie und Edmond Nicolas Laguerre. Die darin 
entwickelten Ideen lagen offenbar auBerhalb der Fregeschen Betrachtungen. Die 
Grundlage der Lieschen Abhandlungen von 1869 [22-25], die fibrigens eine ersten 
mathematischen Ver6ffentlichungen waren, bildete die Darstellung der imaginaren 
Punkte P der Ebene P = (X,  Z )  = (x + iy, z + ip) durch Punkte Q im Raum mit 
den Koordinaten x, y und z sowie dem Gewicht p. Diese Repr~isentation der 
imagin/iren Punkte der Ebene ist zwar sehr einfach, l~iBt sich aber nur mit M0he 
auf den Raum verallgemeinern. Lie verkn0pfte seine Betrachtungen mit der 
Theorie der Linienkongruenzen u d kam dabei, wie die Herausgeber von Lies 
gesammelten Abhandlungen, F. Engel und P. Heegaard, hervorheben, zu ersten 
Beispielen von Ber~ihrungstransformationen, was wiederum ein wichtiger Faktor 
fiir die erfolgreiche Zusammenarbeit mit F. Klein 1869/70 war [26, X f]. Es ist 
anzunehmen, dab Frege diese Darstellung imagin/irer Elemente wie viele seiner 
Zeitgenossen nicht zur Kenntnis genommen hat. Engel und Heegaard notierten 
1934 zu den frOhen Arbeiten Lies: " . . .  sie sind zur Zeit wohl vollst/indig unbe- 
kannt und haben sicher auch in den Jahren nach ihrem Erscheinen ur wenige 
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Leser gefunden. Man kann sogar zweifeln, ob damals auch nur ein Mathematiker 
sich die Mtihe gemacht hat, sie wirklich durchzuarbeiten" [26, VIII]. 
Interessanterweise stellt jedoch auch Frege bei der skizzierten Verallgemeine- 
rung der Darstellung am Ende seiner Dissertation eine Beziehung zu Linienkon- 
gruenzen her, ftihrt dies aber nicht weiter aus. 
Laguerre ntwickelte s ine Darstellung imagin~irer Punkte der Ebene im Zusam- 
menhang mit der Einftihrung der isotropen Geraden in die projektive Geometrie 
[18-20]. Da er nach Einftihrung der "isotropen Koordinaten" [21,94] den Abstand 
zweier imagin~irer Punkte bestimmt und in den nachfolgenden Arbeiten [19, 20] 
seine Studien auf Kurven und rfiumliche Gebilde ausweitet, ergibt sich eine 
interessante l]bereinstimmung i  den Aufgaben, die Laguerre und Frege mit ihrer 
Darstellung imagin~irer Elemente in Angriff nehmen. Bei allen Unterschieden im
Detail und der umfassenderen Zielstellung Laguerres k6nnte Frege dadurch eine 
Anregung erhalten haben, welche Probleme mit der Veranschaulichung imagin~rer 
Elemente untersucht werden k6nnen. 
Frege bewegte sich mit seiner Dissertation also auf einem Terrain der aktuellen 
Forschung, das im Rahmen der weiteren Ausgestaltung der projektiven Geometrie 
insbesondere in G6ttingen mehrfach Gegenstand der Diskussion war. Eine Bemer- 
kung in der Einleitung der Dissertation vermittelt dann auch den Eindruck, dab 
er wohl einen recht guten Oberblick fiber die Theorie und die vorgeschlagenen 
L6sungswege besaB: "Man kann die imaginfiren Punkte auch rein geometrisch 
durch die Zusammenstellung eines Kreises mit einer Geraden definiren oder durch 
eine Involution auf einer Geraden" [6, 4]. 
Das oben zitierte positive Gutachten war for Frege die wichtigste Vorausset- 
zung, um die Zulassung zur mtindlichen Doktorpriifung beantragen zu kOnnen. 
Der Dekan der Philosophischen Fakultfit, v. Leutsch, stimmte am 6. August dem 
Antrag Freges zu und setzte inen Tag sp~iter die Priifung auf den 8. August an. 
Als Prtifer fungierten Schering in Mathematik und Weber in Physik, w~ihrend sich 
der Philosoph Lotze entschuldigen lieB. Ftir die noch ausstehende "/)ffentliche 
Promotion," der traditionellen, i  lateinischer Sprache geftihrten Disputation, bat 
Frege um Dispens, da ihm "die n/)thige Uebung im Gebrauche der Lateinischen 
Sprache fehlt." Dem Antrag, der wohl damals for Doktoranden der Mathematik 
und Naturwissenschaften durchaus tiblich war, wurde problemlos tattgegeben. 
Nach der Abwicklung aller Formalitaten wurde Frege dann am 12. Dezember 1873 
zum Doktor philosophiae promoviert und kehrte nach Jena zurOck. 
Obwohl sich sein Forschungsinteresse in den folgenden Jahren fast ausschlieB- 
lich auf die Grundlegung der Arithmetik onzentrierte, gab Frege die Beschafti- 
gung mit geometrischen Problemen icht v611ig auf. Er hatte nach seinem Eintritt 
in den Lehrk6rper der Universit~it Jena die Pflicht, regelm~iBig tiber Geometrie zu 
lesen. Seine erste Vorlesung nach der Habilitation hielt Frege im Sommersemester 
1874 tiber das Imaginare [17, 335]. Bis zum Beginn der 80er Jahre verfaBte er 
einige Rezensionen zu Lehrbtichern der Geometrie [7, 9] und trug sowohl in der 
Mathematischen Gesellschaft [10, 365 if] als auch in der Jenaischen Gesellschaft 
ftir Medizin und Naturwissenschaft [8] tiber geometrische Themen vor. 
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Seit 1884 interessierten Frege Fragen der Geometrie vor allem vor dem Hinter- 
grund seiner Forschungen zu den Grundlagen der Arithmetik. In diesen Kontext 
gehSren die Ausfiihrungen zur Geometrie in den Grundlagen der Arithmetik abet 
auch die Aufsatzfolgen Ober die Grundlagen der Geometrie nden Jahresberichten 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1903 und 1906. 
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